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Нелінійна гранична задача Алексідзе для рівняння Лапласа з граничними даними на поверхні Ляпунова 
редокована до розв'язання двох еквівалентних нелінійних інтегральних рівнянь, які описують функцію сили 
тяжіння. Досліджено умови єдності, існування та стійкості задачі Алексідзе в цих редукціях на парі 
бананових просторів, до яких належать вхідні дані та шуканий розв'язок. 


Однією з важливих задач теорії потенціалу є гранична задача відновлення потенціалу сили тя- 
жіння за значеннями модуля його градієнта, якими є значення аномалій сили тяжіння. Теоретичне 
підгрунтя задачі закладено в |1|. Ця задача має два альтернативні шляхи розв'язання: пошук гра- 
ниці послідовності розв'язків лінійних задач Неймана для рівняння Лапласа |2| та розв'язання не- 
лінійної задачі Алексідзе для того ж рівняння на довільних банахових просторах | 3-51. 


Потенціал сили тяжіння У(х) є гармонічною функцією в області у , не зайнятій тяжіючими 
масами . Використати його для відновлення значень сили тяжіння 2(х) в точках х необмеженої 


області у" через розв'язання зовнішньої граничної задачі Неймана для рівняння Лапласа (як і змі- 
5 ; дУ (х) ; : 
шаної задачі) з граничною умовою ой щ «(х), хедИ/ заважає незбіг рельєфу ду з еквіпотен- 
п 


ціальною поверхнею ОЙ : (2) - Сх: .. Непридатне для редукції «(х) з поверхні ду в область у" 
і розв'язання зовнішньої задачі Діріхле для рівняння Лапласа (і задачі Коші) через негармонічність 
І6) функції а(х), хе у" 

Трактовка значень аномалій Де(х) як значень гармонічної функції або їх лінійної комбінації 
справедлива для областей малої міри |2). Поширення підміни на регіональні гравіметричні побу- 
дови неправомірне. 

Для характеристики розподілу Де(х) в глобальній області слід врахувати диференціальні вла- 
стивості сили тяжіння, що реалізовано в нелінійній граничній задачі Алексідзе для рівняння Лап- 
ласа |4): знайти функцію (хх), х є у", яка задовольняє всередині необмеженої замкнутої області 
у" з у"уду рівнянню Лапласа ЛІ(х)- 0, хє у", а в будь-якій точці ляпуновської границі ду 
області і в нескінченно віддаленій точці - умові 

3 2 (х) ; 
У ЧОЇ зах) хе ду, М(х)-» 0, якщо К|-»со, (1) 
Каї дх, 
де «(х) - задана неперервна функція. 

Гармонічну в області у" функцію МУ (х) знаходимо, як розв'язок нелінійного рівняння сили 

тяжіння (5|, еквівалентний розв'язку зни (1): 


125 2 
"А оз) Ї г і о(5 Мо 7 ге - . о соз| р, д)45, 45, - 8"(х) хебу | (2) 


Питання розв'язності задачі Алексідзе зводимо до з'ясування умов коректності рівняння (2). 











Теорема 1 (єдиності). Нехай т (х) І Ж, (х), х є у" - потенціали простих шарів, поширених на 
поверхні ду Ляпунова з густинами б, (х) кор (х), х є ду, і на цій границі бу рівні градієнтів по- 
тенціалів гад! (х) - (гаді!, (2 - ах), хеду, тоді потенціали співпадають ТИ (х) - М (х) між 
собою в кожній точці необмеженої області х є у" 

Доведення. Введемо позначення д//(х) - Й/ (х) - УР, (х), бо(х) є су (х)- с» (х), з (2) і умови 
теореми отримаємо рівність: 








з 1 одна а че І ежченоме | ей 


ке 4ло 5,бп ро - З 4л ,дп ре - 8 


Гі можна переписати так: 


г ПЛЕН РГС РР Р ОДИН ЛИ Р РУ м 


дл 2,0п ро «| дл 5, 0п ро «| 


дп х-4| 8 


акне аз, І. обом (х іме 


Подамо перший множник у вигляді де"(х)-- г | Р поро с(2)5. - 0, х є ду, або таким чином 
п? т 
гямо 20, хєду. (3) 
Оп, 
Оскільки потенціал простого шару 
РР С СУ 4) 
4л 5, Раз | 


у нескінченно віддаленій точці дорівнює нулю, то за умови (3) він тотожно дорівнює нулю в обла- 
сті у", а, отже, і на її границі. Оскільки потенціал (4) є гармонічною функцією всередині області 


Об (х) 
д 


і 





у ,то дИ/ (х) -0, х є у . Звідси випливає умова -0 при х є ду, яка в поєднанні з умовою 


(3) означає, що густина дс(х) потенціалу д//(х) тотожно рівна нулю, або с (х) є с, (х), хеду. 

Ця терема вказує на те, що разом з нелінійним оператором, який відображує простір густин 
сх), х є ду потенціалів у простір модулів їх градієнтів «(х) , хєду існує (принаймні ,в малому") 
обернення, яке переводить простір «(х) в простір сх), х єду. Знайшовши спосіб побудови цього 
оберненого відображення, доведемо існування розв'язку задачі Алексідзе (1). 

Скільки розв'язків має рівняння (2)? Відповідь дає теорема. 

Теорема 2 (єдиності). Якщо нелінійне рівняння (2) має розв'язок, він єдиний. 

Доведення. ро У за - й еквівалентну простішу форму (31: 

о (п) 
оте З Ре заз 4)45, 5. -2а(х) хеду, (5) 


дубу 





ее 


Нехай рівняння (5) має два розв'язки, с, дк іс, (х) , х є бу , які породжують два потенціали прос- 





того шару Й (х) і МУ, (о х є у", модулі градієнтів яких співпадають на границі області у , тобто: 








|стаа Й (х |- |отаа М, (х |- «(х) хеду. (6) 
З рівнянь (5) та у фа співвідношення: 
о (2) с (п) ( с, (5 
со8|( р, 4)15, 45, є я 4115, 5, «0. 
- о -Ї Беся| і бар З - 





Крім того, кожна з функцій с (х ) іо, (х) задовольняє однорідне рівняня 


бо РАЙ бек сів, най) дух еду, 

















м сови р) 
ЛЕ і ої 


тому матимемо с, (2)45 г 7 0, Цю рівність можна пода- 


2 - 


жаровні. Ро р а -0,хеду. 


дих) 


дп(х) | 


яка проходить через точку х, тому звідси з урахуванням умови (6) маємо 


а о оо щи «У В РР ВР ТР ГРН РВЕ о 





За означенням, , де п(х) - нормаль до еквіпотенціальної поверхні Й/, ( у) -ох, 





яма ІТ (х |- 





дп )дт дт 
Це співвідношення можливе за умови є, (х)- о, (х) -0 при х є ду і доводить теорему 2. 
Щоб з'ясувати умови існування розв'язку задачі Алексідзе, редукованої до нелінійних рівнянь 
(2), (5), розглянемо залежність лівої частини (5) від й . хєдбу. кон 
Ріко) чо Р Под т ПС т ов, 
ло роб ко б пе ї 


нелінійний щодо аргументу с, (2) функціонал на деякому лінійному нормованому (банаховому) 











просторі В(ду) функцій о; (о. Якщо ос, (х) є В(ду) є зміщенням з точки с, (х) простору, то 
во, но )ч Ва ж За 2 ов (гуд, з реа удо, 
л - 
у 


7 
о роз 











2 а они оо 445, 45, Я Е оо, ) з В (ау) АК (аа, | В (ха). | (7) 
я | - о. я 


На основі рівності і (2,245. -1, хе ду і леми 2 (5) маємо Ів, (ось Ї, ко 4Їс» (о і за малого 


дн 





зміщення у прирості ЕК, ЕЕ с,) домінує лінійна функція від зміщення 


АК (ас) е 2ебдез (з Ї Кара до (5. , 
Я і, 





де Ф(х)- с (х)з р Ї б с (2)45. 0, 


1 1 со р, 4) 
Кз, де, ) 2очоо| (х)соз(п, р) АВ у Ї б (г)8,, 
об я у рот 
Складімо відношення, яке пов'язує малі прирости густини потенціалу простого шару з густи- 
ною і значеннями модуля градієнта потенціалу (2), х є ду, у вигляді 


оз(дноа Й Кобьбіо о (65; 2 Го), 


де Ко(обуас)є К(х бзоу)/ фі), Дбосу)в 28"(х)- ЕК, (хаоц КО Якщо Ло, (х) є сн (х)- от, (3), 
у (ау,)з 22 (х)- і (о С у 2; по 01..а, 903, Яоїе «(), то отримаємо для визначення послідо- 








вності с, - (х) малих приростів густини потенціалу простого шару //, (х) лінійне рівняння Фред- 


гольма 2-го роду 
Он (2) - п Ї К, (з, 23 ор т», (25; в а (з ок У. (3) 
Є. бу 


Відштовхуючись від (7) для фоннайвдалу ро (з сно, ) , припустимо, що 
Дос) 1 рсов(л, р) с» (2) г сов(п, р) с, (2) 
хз Ї 7 Он (245, Ї 
си) | 23, ро-4 2 3, |с-Ї дО) 
1 по см (1) сов(р,4) 


подо 
чл" зате ен 








РАНІ Ж 45, 





45,45, 











і розгляньмо ітераційний процес визначення наближень густини о, (х), хєду потенціалу прос- 
того шару, поширеного на поверхні Ляпунова ду: 
и (о) бе; з(х), т, () -0,хеду, 
Очі (2) ВО (2) кер (2) , пі (2) з Ас», ТЕЗ пз 0,1,2.,..у0 (9) 
Теорема 3 (існування). Нехай задана на поверхні Ляпунова ду функція є), хеду належить 
до обмеженої множини деякого банахового простору В(ду), тоді розв'язок С, (х), хеєдбу нелі- 
нійного рівняння (2) існує як гранична функція послідовності о, (2) з простору В(ду), генеро- 
ваної процесом (9), що збігається зі швидкістю геометричної прогресії. 
Доведення. Оцінімо різницю с (Х)- С», (х) з точністю не нижче другого порядку малості 
порівняно з Іо», (о, . Виходячи із (7), Ос), (ої (х) -2с, (АЇо», (2), і врахуємо, що 


С, (он (х) зер (с, (х) зс, РУ РИ (х) 05 (х)) З ос, ) . Після нескладних перетворень: 


б 


од 


ці (з) за 9 Б У 5 (сь, (о) "бан (2))- І ма, шо а о, 








с, (х) сх Др 
М СИРИ 5 ау "(х 3) роб ,р) Ол пали 5 








дур зло 05 ро и 
ем? - с», ( 5) сор.) ой дя. 45 
дл" ду ду Ро її ре - п) о (х) 


Звідси, посилаючись на те, що оз )- 0, а прирости с», (х) малі, отримуємо ланцюжок нерів- 


бл (о) Я 


(2 щ тах|оч,, (о Послідовність о (х),, за нею 1 о, (х) збігаю- 


) , при- 








,де 451-|о (/о/(х 








ностей воза (з, (Ї, «оз СОЇ, єм 
5 - піп», (2 


ться. Зі збіжності випливає, що от (| «со і іс, | з 0 при п-»оо, Через це в нерівності 


на" (х)- б (сот, ) в З М(су, ди (о) 


збігається зі швидкістю геометричної прогресії до розв'язку с, (х), х є ду рівняння (2). Рівняння 





чому с», (х 











константа М (си з ) » 0 - обмежена. Послідовність а з (х) 








В 





(5) досліджується за аналогією. 











З нелінійного функціоналу Е(х;с;)- зай . -Ї Ї су М -. ОК 4)45, 45. , ввівши 
л" дуду ЇХ 
позначення 
1 1 
Р АН СОННА 
дл? С) ре ї С (х) 


пропонуємо три алгоритми для визначення густини потенціалу простого шару. 
БУ 4 - 2 
Алгоритм 1 базується на наближеній рівності ДК" (е со, ) ше (х) ові (з ой ) , яку з ураху- 
ванням виразу (10) подамо так 
я Гкуобрау с (Є 5, зх с). (11) 
бу 
Оскільки ядро і права частина залежні від густини, то для її визначення придатний процес 


Со (х) то «(х), 059 (х) -0,хеду, біля (х) -Ої,, (хе Оп (х) » бі (х) -А Ід со Паке Осо, П12) 
де А, Їду (о - Ь( од )- Гк, РА од у», (245, : 


ду 


Алгоритм 2 базується на рівності ДЕ! ба со, ) 28! (х) еВ (5 о, )- Фа (5 о, ) , яку подамо як 


Ук Пк тор о (25, -ьбоосі), де ь (соц) «(а ()- 3 (боу)- Ба» )/ оц (х). 


Для визначення наближень густини придатний процес 
00 (ю) ге; 2(х), 02 (») -0, хеду, 
Олі (х) об (х)ч ер (х) , болі (2) -4, РА сої поз0,со, (13) 
де 4, Їсть оо) ЗВ, (а о и )- Гк, (265 и У, (2345. - 
ду 
Алгоритм 3 оснований на обчисленні приростів густини чисельними методами з лінійних ін- 
тегральних рівнянь 2-го роду 


с, (Х) 15 Гк, (565 ори У (25. -ф РРО п) 
ду 

відносно приростів с», (х)е го днуву (х)- зар х)па 0,со; Со (х) ш «(), С (х) 20, хеду. 
Теорема 4 (існування). Розв'язок є, (х), х є ду нелінійного рівняння (3) існує як границя послі- 
довності а, (х) функцій з простору В(ду), генерованої процесом (11), що збігається зі швид- 


кістю геометричної прогресії. 
Доведення. Оцінімо різницю приростів с, і (х)- о, ве ) густини. Виходячи із зображення 


функціоналу Б (5 с,ч с,)- а "Се с,)я ДЕ ЦЕ сьс,)як бе сь), який відповідає зміщенню о, (х), 





запишімо рівність 2с1 , (х)2, , (х)2 20, (х )А4 с», ( (х Ї; з зякої отримаємо 
(неба та о ()- 
Сі) б», А з; "( "О- ЧІ 
и (х) 








а ев ев) -с(Ї мак ї. 45. -(є (хвости). 


Зуду РА її ер (х ) РА о 
; (2) (9 і судді; 


Звідси, враховуючи, що є -1-|ось|/оч| «1 при сл | з ті 
маємо Іс», Ж (2)- с», (х І з 49», х)- є, : х | о а" доза (х Ї. Послідовність а», (о) збігається зі 

















сце 





2 


швидкістю геометричної прогресії разом з послідовністю а "(Сх у. З (11) з урахуванням наведеного 


«мо, сь (х ), 


границя с, (х) послідовності о, (х) задовольняє рівнянню (3). 


де М, (є, 6 ) « 0,3 якої випливає, що 











приходимо до нерівності Із" 2 х) я )- (о о) 


Аналогічне доведення в алгоритмах 2,3. 
Теорема 5 (стійкості). Розв'язки нелінійних рівнянь (2) та (5) неперервно залежать від гра- 


ничної функції я (х) є В(ду). 
Доведення. Нехай »2є, (х) та 7, (х), хєду - граничні дані двох задач Алексідзе, що відрізня- 
ються не більш, ніж на є » 0. Тоді два розв'язки с), (х) іс, 0) рівняння (2), що відповідають 


граничним даним, задовольнятимуть відношенню: 


(2 си )- сь (х 3) раоітьк ,р) с (8; о) (вом); ей («)н5. М 


сн (х)- от» х)ч б З . 








х- 





В 


с ун с,|/7)- с. 
що Й ній я ) с)- М інию 


бу 








бу бу - ІЗ Їх 71 
Звідси та на основі леми 2 з (5| отримуємо Рене 
2 
й М й г, с 2 Їв9-8 ОЇ, (15) 


С (х 
Ї, 1,2 В 


Отримуємо за нормою банахового простору й 





от (2) - спо (| - он Їй є 


"ринок М 
тобто, малим варіаціям даних «(х) є В(ду) відповідають малі варіації розв'язку с, (х) є В(ду). 
Теорема 6. Задача Алексідзе для рівняння Лапласа з граничними даними на поверхні Ляпунова 
є коректно поставленою задачею на парі банахових просторів В(ду)з ех) В(у" )зи(2). 


У справедливості теореми можна переконатись, якщо довести, що обернений оператор обме- 
жений в просторі В(у"' ). 
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Зоїуабійу ої (ре АІехідге ргобіет 


Тре попіїпеаг Бойпаагу-уаїше АЇехідле ргобієгі Гог Ше Іаріасе'5 едиайоп ув Ше Боцпдагу Чака оп їбе 
ІЛарипоу'я 5игіасе 15 гедисед іо їБе 50Гийоп ої (ууо едиіуаїепі попіїпеаг іпієєта! едиайопя, уурісб дезсгібе Бе 
втаміїу Гипсйїоп. ТБе сопаїоп5 ої Бе ипідпепез5, ехізіепсе апа 5кабійсу ої "ре АЇехідге ргобіега аї Безе гедисііоп5 
оп а раїг ої Вапаср дотаїп5 іпсімдїпе Фе іпіпа! Чака апа фе гедцігед 50Їийоп аге іпуезіїдаїед. 
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